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Zastosowanie logiki matematycznej w procesie weryfikacji
wymagan oprogramowania

Testerzy oprogramowania lub osoby odpowiedzialne za zapewnienie jakosci oprogramowania oprécz
wykonywania testéw mogg zosta¢ zaangazowani do sprawdzania poprawnosci zdefiniowanych
wymagan. W specyfikacji oprogramowania a konkretnie w opisie wymaganych funkcjonalnosci mozna
wyrézni¢ rézne rodzaje zdan, w tym zdania logiczne, ktdre sg czesto niezbedne do opisania dziatania
aplikacji. Moze zaistnie¢ taka sytuacja, ze pewne zdania logiczne umieszczone w specyfikacji

oprogramowania sg ze sobg sprzeczne.

Ale stosujgc logike matematyczng mozna wytapa¢ pewne niescistosci, a przez to znacznie podniesé

jako$¢é oprogramowania, zanim zostanie ono wytworzone.

Piszgc artykut autor zakfada, ze czytelnik zna pojecia funkcji zdaniowych stosowanych w logice
matematycznej jak zaprzeczenie zdania, koniunkcja zdan, alternatywa zdan, implikacja, réwnowaznos¢

zdan oraz tabele prawdy dla tych funkcji.

1. Wstep

Aby stosowac logike matematyczng, nalezy znaé oraz rozumieé jej podstawowe pojecia oraz znac
podstawowe funkcje zdaniowe. W niniejszym rozdziale zostang przypomniane wiadomosci, ktore

majq za zadanie uporzadkowanie wiedzy czytelnika.
1.1 Formy zdaniowe

Definicja 1. [1] Dla dowolnej przestrzeni (tutaj zbior zawierajgcy pewne dane)X + @,
wyrazenie w(x), w ktérym wystepuje zmienna x i ktére staje sie zdaniem prawdziwym lub fatszywym
nazywamy funkcjg zdaniowa (formg zdaniowg) jednej zmiennej, ktérej zakresem zmiennosci jest

przestrzen X.

Definicja 2. [1] Funkcja zdaniowg okreslong w pewnym zbiorze nazywamy kazde zdanie zawierajgce
zmienng, takie, ze po wstawieniu w miejsce zmiennej dowolnego elementu z tego zbioru zdanie to

staje sie zdaniem logicznym.

Uwaga 1! W jednym zdaniu logicznym moze istnie¢ wiecej niz jedna zmienna.

Mowimy, ze dla dowolnej funkcji zdaniowejw(x) element dziedziny funkcji spefnia funkcje
zdaniowg wtedy i tylko wtedy, gdy po podstawieniu go do tej funkcji zdaniowej w miejsce zmiennej

otrzymamy zdanie prawdziwe. Zbidr tych wszystkich wartosci zmiennej x € X, przy ktérych funkcja
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zdaniowa w(x), staje sie zdaniem prawdziwym, czyli zbidr tych x, ktdre spetniaja te funkcje zdaniowsg,

oznaczamy { x € X: w(x)}.

Przyktad. 1

Dla formy zdaniowej w(x): x — 12 < 9 dziedzing jest R — zbidr liczb rzeczywistych. Wstawiajac za
x liczbe 3, otrzymujemy —4 < 9, czyli zdanie logicznie prawdziwe. Wstawiajgc za x liczbe 30,
otrzymujemy 18 < 9 - zdanie logiczne fatszywe. Mowimy, ze liczba 3 spetnia te funkcje zdaniows,
a liczba 30 jej nie spetnia.

Przyktad 2.

Réwnanie r(x): 2x + 7 = 0 jest forma zdaniowg jednej zmiennej x, ktdrej dziedzing jest zbidr liczb
rzeczywistych, a elementem spetniajgcym liczba —3, 5.

1.2 Reguly dowodzenia i twierdzenia

Przeprowadzanie rozumowania w dowodach ~matematycznych sktada sie na ogét
z bardzo prostych krokéw polegajgcych na stwierdzeniu poprawnosci pewnych zdan, czy tez funkcji
zdaniowych. Te elementarne ogniwa rozumowan dedukcyjnych nazywajg sie regutami dowodzenia
[2]. Dowody matematyczne przeprowadza sie najczesciej w celu potwierdzenia prawdziwosci
twierdzenia, ktére definiuje sie nastepujaco:

Definicja 3. [3] Twierdzeniem jest kazde zdanie prawdziwe w teorii nie jest bedgce aksjomatem
(aksjomat to przyjety warunek, ktory jest zawsze prawdziwy). Twierdzenia czesto przyjmujg postac
implikacji:

(p1 A p2 A..A pn) = q (1),

gdzie zdania pl, p2,... pn nazywamy zatozeniami twierdzenia, a zdanie g - tezg twierdzenia. Inng
postacig twierdzen jest posta¢ rdwnowaznosci: p & q. Takie twierdzenia sg réwnowazne parze
twierdzen: p = qiqg = p. Tu zdania p i g przyjmujg na zmiane role zatozenia i role tezy [2]. Regufa
dowodzenia moze by¢ przedstawiona réwniez w postaci:

pl,p2,...,pn
q

(2).

Po zastgpieniu przecinkéw koniunkcjg, kreski utamkowej implikacjg powstaje wyrazenie (1). Jesli
mozna udowodnié, ze utworzone zdanie jest tautologia [3]. (zawsze zdaniem prawdziwym, niezaleznie
od wartosci zmiennych), to reguta (2) jest regutg dowodzenia.

Przyktad 3. (Reguta odrywania)

Reguta odrywania méwi, ze jezeli prawdziwe sg zdania p orazp = g, to prawdziwe jest zdanie q.
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Przyktad 4. (Reguta dowodu nie wprost)

Przypus¢émy, ze chcemy udowodni¢ zdaniep. W tym celu zaprzeczamy zdaniup
i dowodzimy, Ze z zaprzeczenia zdania p wynika fatsz, w postaci zdaniar A ~r. Jezeli zdanie p ma
postaé implikacjig = s, to zaprzeczeniem tego zdania jest zdanie g A ~s.
Ta wiasnos¢ wynika z tautologii (@ = s) © (~pVs). Czyli zaktadamy prawdziwos¢ zatozen,
fatszywos¢ tezy i dowodzimy, ze stad wynika fatsz z zatozeniami.

Istnieje sporo regut dowodzenia. Inne reguty dowodzenia oraz przyktady tautologii mozna znalezé
w pozycjach [3,4].

2. Kwantyfikatory, zasieg zmiennych

Czesto w definicjach, twierdzeniach lub wnioskach pojawiaja sie zwroty ,Dla kazdego x”, , istnieje y”,
sistnieje x dla kazdego y”. Takie sformutowania sg czesto zwigzane z zasiegiem zmiennych
wystepujgcych w funkcji zdaniowej. Takie wyrazenia sg uzywane, aby okresli¢ pewne relacje pomiedzy
zmiennymi. Pojawiajg sie one réwniez w wymaganiach funkcjonalnych podczas projektowania
wymagan. Wspomniane sformutowania sg oznaczane znakami, ktére nazywane sg w matematyce
kwantyfikatorami:

Definicja 4. [4] Zwroty dla kazdego x, dla kazdego y nazywamy kwantyfikatorami ogdélnymi (duzymi)

i notujemy
e
x oy
Zwroty dla pewnego x , istnieje y nazywamy kwantyfikatorami szczegétowymi (matymi) oraz notujemy

V-V
x y

Zwroty dla kazdego x, dla wszystkich x sg réwnowazne. Analogicznie zwroty istnieje x, dla pewnego
X tez sg rGwnowazne. Z pojeciem kwantyfikatoréw zwigzany jest ich zasieg oraz zwigzanie zmiennej
z kwantyfikatorem.

Definicja 5. [4] Zasiegiem kwantyfikatora (ogdInego lub szczegdtowego) jest ta cze$¢ wyrazenia, bedaca
rowniez funkcjg zdaniowa, ujeta w pare jednakowych nawiaséw, z ktérych pierwszy wystepuje
bezposrednio po kwantyfikatorze. Zmienna x, wystepujgca w danym wyrazeniu jest zmienng wolna
tego wyrazenia wtedy i tylko wtedy, gdy nie wystepuje
w zasiegu danego kwantyfikatora.

Definicja 6. [4] Zmienna x jest zwigzana przez dany kwantyfikator, ktérego wskaznikiem jest ta
zmienna, wtedy i tylko wtedy, gdy wystepuje w jego zasiegu oraz w zasiegu tym jest zmienng wolng.
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Przyktad 5. W wyrazeniu

Na+1=3=\/ex=41®

X

litera x podkreslona jeden raz jest zmienng zwigzang przez duzy kwantyfikator, gdyz wystepuje w jego
zasiegu zamknietym nawiasami kwadratowymi i jest w tym zasiegu zmienng wolng. Ale zmienna x
podkreslona dwa razy nie jest zwigzana z kwantyfikatorem duzym, chociaz wystepuje w jego zasiegu,
ale w tym zasiegu nie jest zmienng wolna (jest zwigzana przez maty kwantyfikator).

Budowanie wyrazen matematycznych opartych na kwantyfikatorach jest doktadniej opisane w pozycji
[4]. Nie kazde wyrazenie matematyczne musi by¢ poprawnie zbudowane, dlatego chcac stosowaé
kwantyfikatory oraz dowodzi¢ prawdziwosci postawionych tez nalezy znaé reguly tworzenia
poprawnych wyrazen. W przypadku dowodzenia prawdziwosci wyrazen matematycznych wazne sg
dwie wtasnosci zwigzane z zaprzeczeniem kwantyfikatoréw:

~([\r@) = ~\/~re) ®),
~\/ren =~ \~ve0 .

oraz

3. Zastosowanie teorii w praktyce

Okreslanie prawdziwosci zdan oraz stosowanie regut dowodzenia logiki matematycznej moze okazac
sie przydatne podczas weryfikowania wymagan dla oprogramowania. Nie oznacza to jednak, ie
zawsze mozna w ten sposéb postepowac. Nizej przedstawione przyktady sg préobg przekonania oséb
zwigzanych z zapewnieniem jakosci oprogramowania, ze warto podjgé proby stosowania logiki
matematycznej, przynajmniej w niektdrych przypadkach. Za pomoca kilku przyktadéw zostanie
zaprezentowany sposéb postepowania dla dowodzenia poprawnosci wymagan.

Przyktad 5. Zatézmy, ze nalezy zaprogramowac metode, ktéra oblicza premie za miesigc pracy dla
pracownika pewnego magazynu. Wymagania zdefiniowane dla tej funkcjonalnosci sg podane w tabeli:

a Premia dla pracownika jest zalezna od trzech wartosci: czasu - t, ilosci - x, dtugosci - trasy -

. . . - l
[, za pomoca ktérych obliczane jest wyrazenie p = x?,

b Premia nie moze by¢ wieksza niz 1000 zi,
c Jeslip €0, 10), to nie nalezy sie premia,
d 0, p € [0,10)

Funkcja liczaca premie to dana jest wzorem f(p) = {10 £p, p =10
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Zdania a, b,d, mozna przyja¢ jako zatozenia, natomiast zdanie c jako teze pewnego twierdzenia.
Logiczna postaé wspomnianego twierdzenia ma postac:

(ancAd)y= b.(8)

Implikacja jest fatszywa tylko wtedy , gdy prawdziwy jest jej poprzednik (aA ¢ A d),
a fatszywy nastepnik (b). Przyjete postepowanie to metoda dowodzenia nie wprost. Chcac sprawdzié,
czy wymagania dla obliczania premii nie sg ze sobg sprzeczne, zaktadamy, ze fatszywe jest zdanie b i
bedziemy préobowali dojs¢ do sprzecznosci z ktéryms ze zdan a,c,d. Zamiast formalnego dowodu
mozna najpierw prébowaé znalez¢ przyktad, ktéry pokazuje ze wymagania sg niepoprawne lub
poprowadzi¢ dowodzenie zgodnie z zasadami matematyki.
W tym przyktadzie zatozymy, ze premia moze by¢ wieksza niz 1000 zt.

Krok 1: ~b — Premia jest wieksza niz 1000 zt, np. 1500.
Krok 2: Wobec tego f(p) = 1500 = 10 *p = 1500 < p = 150.

xl

Krok 3: Biorgc x = 15,1l = 10,t = 1,awtedyp = T = 150.

Okazato sie, ze istniejg takie wartosci zmiennych w zdaniu a, ze twierdzenie (8) staje sie nieprawdziwe.
W takim przypadku wymagania muszg by¢ uzupetnione o pewne ograniczenia dla wartosci zmiennych
lub zmieni¢ przepis funkcji f.

Przyktad 6. Zatézmy, ze pewna platforma z telewizjg cyfrowa udostepnia znizki dla dtugoletnich
klientéw, zgodnie z zasadami:

w1 Klienci, ktdrzy korzystajg z ustug platformy co najmniej 2,5 roku dostajg znizke 30% na pakiet
z programami dla dzieci

w2 Klienci dtugoletni, ktorzy korzystajg z ustug platformy co najmniej 3,5 roku dostajg znizke
30% na pakiet z programami sportowymi

w3 Klient dtugoletni ma zosta¢ poinformowany, ze nalezy mu sie znizka na oba pakiety (sport
i programy dla dzieci) jesli nie korzysta ze znizki na programy dla dzieci.

Zadaniem programistéw jest napisanie matej aplikacji, ktéra bedzie informowata o mozliwosci
skorzystania ze znizek. Wymagania 1,2 nalezy przyja¢ jako zatozenia, natomiast wymagania
3 jako teze. Nalezy sprawdzi¢, czy w wyzej zdefiniowanych wymaganiach nie wystepuje sprzecznosc.
W tym celu réwniez mozna zastosowac¢ metody logiki matematycznej, zaczynajagc od definiowania
pojedynczych zdan:

o: Klient korzysta z ustug platformy co najmniej 2,5 roku,
p: Klient korzysta z ustug platformy co najmniej 3,5 roku,
q: Klient ma prawo do znizki na programy dla dzieci,

r: Klient ma prawo do znizki na pakiet sportowy,

s: Klient nie korzysta ze znizki na programy dla dzieci.



(-) testerzy.pl

Twierdzenie, ktdre nalezy wykazaé ma postac:

[0 =) Alp=n]=[@As)=(q@AN](5).

Wobec tego:
[0 =) Ap=m]=1[(As)=(@AT)]=0.

Biorac nastepnik implikacji

(pAs)=1,(gAr) =0.

1. Przyjmujemy, ze zdanier = 0, g = 1. Zdania p, s muszg mie¢ wartos¢ 1. Podstawiajac wartosci.
Podstawiajac znane wartosci do zdania (5), otrzymujemy:

[=>D)A(=20]=[1A1)=>0A0)].

Niezaleznie od wartosci zdania o wyrazenie (5) jest prawdziwe, poniewaz fatszywy jest poprzednik
[(0 = 1) A(1 = 0)], awtedy cata implikacja jest prawdziwa.

2. Przyjmujemy, ze zdanie r = 1, q = 0. Zdania p, s rowniez muszg mie¢ warto$¢ 1. podstawiajac
wartosci. Podstawiajgc znane wartosci do zdania (5), otrzymujemy:

[0 A(1=>1D]=>[AA1D)=>0AD)].

Jeslio = 0, to zdanie jest prawdziwe. Jeslio = 1, to niestety ale zdanie okazuje sie fatszywe. Wobec
tego istnieje sprzecznos¢ w wymaganiach lub brakuje jakiego$s wymagania. Analizujgc sytuacje, tatwo
zauwazy¢, ze prawdziwe jest wyrazenie p = o, poniewaz jesli dana osoba jest klientem 3,5 roku, to na
pewno jest klientem 2,5 roku.

Taka sytuacja powinna by¢ sygnatem dla osoby piszacej wymagania do napisania warunku, ze klient
dtugoletni réwniez jest klientem nie krécej niz 2,5 roku i taki warunek powinien zostac
zaimplementowany w aplikacji. Dzieki prawdziwos¢ zdanie p automatycznie czyni prawdziwym zdanie
0. Problem wydaje sie ,,banalny”, ale czesto w praktyce zapomina sie o rzeczach ,banalnych”.

Przyktad 7. Niech dane bedg nastepujgce wymagania dla portalu internetowego oferujgcego
mozliwosé zamowienia sokéw. Wymagania dotyczace portalu prezentuje nastepujaca tabela:

w1 Portal umozliwia wybér opakowan, w ktorych butelki z sokiem pakowane sg po 2, 4, 6 albo
12 sztuk.

W2 Portal pozwala zaméwié zalogowanemu uzytkownikowi pakiet zawierajgcy nie wiecej
butelek, niz rozmiar pakietu.

w3 Mozna zamawiac tylko cate pakiety.

tatwo zauwazy¢, ze wyzej przedstawione wymagania W1 oraz W2 mogg by¢ rdznie zinterpretowane
przez osobe, ktdra programuje lub testuje.
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Niech X  bedzie zbiorem uzytkownikéw, a Y  zbiorem pakietéw z sokami.
Analizujgc wyzej przedstawione wymagania, mozna utozy¢ wyrazenia:

q(y): pakiety y € Y sg pakowane po 2, 4, 6 albo 12 sztuk,
p(x,y): zalogowany kazdy uzytkownik x € X moze dokona¢ zakupu tylko catych pakietéw y € Y,

r(x,y): kazdy uzytkownik x € X moze dokonaé zakupu pakietu y € Y, ktéry zawiera nie wiecej
butelek niz rozmiar pakietu.

Jezykiem logiki matematycznej mozna zapisaé zdanie q(y) nastepujaco:

[\i2ly valy vely v12iy] 6).
YyEY

Dla kazdego zalogowanego uzytkownika istnieje do wyboru pakiet, ktéory mozna kupi¢, a wiec
prawdziwe jest wyrazenie:

A Vi@l vay vely vizi = peyi

XEX YyEY

oraz, zgodnie z zatozeniami, prawdziwe jest rowniez wyrazenie:

A\Viey vay vely vizy = reyl @).

XEX yEY

Niech symbol ¥ oznacza ilo$¢ elementdw w pakiecie. Jezeli wyrazenie (8) jest prawdziwe oraz q(y)
jest prawda, to réwniez r(x, y) musi by¢ prawda, poniewaz implikacja:

ly v4ly veély v12ly) = r(x,y)
bytaby fatszywa w przeciwnym przypadku. Jesli r(x, y) jest prawda, to:

<6Vy<12),

~<I
~<I

/\(7S2v7§4v

a to z kolei oznacza, ze:

V(7=1v7=3v7=5v7=7),

co jest sprzeczne ze zdaniem q(y), poniewaz nie istniejg pakiety, ktére majg 1, 3, 5 lub 7 butelek.
Z wyzej przeprowadzonego rozumowania wynika, ze nie powinny by¢ napisane jednoczes$nie
wymagania W1 oraz W2, poniewaz mogg byc¢ one rdznie zinterpretowane.
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4. Podsumowanie

Celem napisania artykutu byta propozycja podjecia préb zastosowania logiki matematycznej podczas
weryfikacji wymagan dla oprogramowania, skierowana do o0séb zwigzanych z kontrolg
jakosci oprogramowania, w tym takze testeréw oprogramowania.
Z artykutu wynika, ze istniejg wymagania, ktére mozna opisa¢ formami zdaniowymi, zamieniac
te formy w zdania logiczne, przeprowadzaé rozumowanie, ktére pozwala krok po kroku sprawdzi¢, czy
wymagania sg poprawnie zdefiniowane czy sg zdefiniowane w taki sposéb, ze ich interpretacja moze
doprowadzi¢ do sprzecznosci pomiedzy funkcjonalnosciami
w oprogramowaniu. Takie podejScie wymaga jednak znajomosci zasad logiki matematycznej oraz
znajomosci zasad poprawnego budowania wyrazen zdaniowych.

Z artykutu nie wynika réwniez, ze logika matematyczna zawsze zadziata podczas weryfikacji
poprawnos$ci wymagan. Takie ,,Smiate” stwierdzenie wymagatoby dowodu, aby uznaé je za prawdziwe.

5. Bibliografia

[1] http://www.math.edu.pl/funkcja-zdaniowa, data dostepu 01.06.2016.

[2] http://www.math.edu.pl/twierdzenia-reguly-dowodzenia, data dostepu 01.06.2016.

[3] H. Rasiowa, Wstep do matematyki wspdtczesnej, PWN 2015.

[4] J. Stupecki, K. Hatkowska, K. Pirég-Rzepecka, Logika i teoria mnogosci, PWN, W-wa 1978.

Autor

Marek Zukowicz jest absolwentem matematyki na Uniwersytecie Rzeszowskim. Obecnie pracuje jako
tester. Jego zainteresowania skupiajg sie wokét testowania, matematyki, zastosowania algorytmoéw
ewolucyjnych oraz zastosowania matematyki w procesie testowania. Interesuje sie rowniez muzyka,
gra na akordeonie oraz na perkus;ji.



